PWM Ansteuerung von Elektromotoren, OlliW

Uberlegungen zur PWM Ansteuerung von Elektromotoren

OlliW, Version 20.05.2010, letzte Anderung 2.04.2011

Die PWM Ansteuerung von Elektromotoren ist im Modellbau Standard. Die Wicklungen im
Motor wirken nun allerdings nicht nur wie ein Widerstand sondern auch wie eine Induktivitét.
Diese ist zwar klein, und spielt daher bei einem Gleichspannungsbetrieb keine relevante Rolle, ist
aber bei einem getakteten Betrieb mit den {liblichen PWM Frequenzen im kHz Bereich nicht a
priori  vernachldssigbar. Es stellt sich daher die Frage, inwieweit die fiir den
Gleichspannungsbetrieb bekannten Motorgleichungen auf den Fall einer PWM Ansteuerung
iibertragen werden konnen, oder an welchen Stellen sie modifiziert werden miissen. Hier werden
dazu einige Uberlegungen angestellt. Ich habe vor allem ,brushed* Motoren wie sie z.B. in den
kleinen Koaxialhelikoptern zum Einsatz kommen im Auge. Viele der Uberlegungen sind sicher
auf andere Fille tibertragbar, wie z.B. "brushless" Motoren, dies wird hier aber nicht diskutiert.

Bemerkung:

Ich bin kein Motorenexperte und/oder habe langjahrige praktische Erfahrung mit Elektromotoren.
Die untenstehenden Uberlegungen basieren auf im Web verfiigbaren Informationen, Diskussionen
mit Kollegen, und eigenen Betrachtungen. Ich erhebe keinen Anspruch auf Giiltigkeit; jeder mag
sich seine eigene Meinung bilden.

1. Die Motorgleichungen

Die Eigenschaften eines Elektromotors werden iiblicherweise durch die Bewegungsgleichungen

M(t) :kMI(t)—MV(t)—J%(D(t), (1.1a)

U(t) = ko(t) + RI(t) + L%I(t) , (1.1b)

beschrieben. M ist das nutzbare mechanische Drehmoment, My fasst die Verlustmomente
zusammen, J ist das Tragheitsmoment, R der Widerstand und L die Induktivitidt des Ankers, ky
und ky sind die Drehmoment- und elektromotorische
Konstanten, wobei von ky = ky = k ausgegangen wird. Der
Motor wird hier als eine Reihenschaltung bestehend aus R U (t) =RI(t)
dem Widerstand R, der Spule L, und -einer
Spannungsquelle (jedoch mit Verbraucherzihlpfeilen) mit
einer EMK von Ujg=kyw beschrieben, wie im
nebenstehenden Ersatzschaltbild gezeigt. Ich werde | |  2---------2-
sprachlich nicht zwischen der Winkelgeschwindigkeit o,
der Drehfrequenz f= w/(2m), und der Drehzahl n = ©-30/n
unterscheiden, sondern alle drei mit Drehzahl bezeichnen.

I(t) T U (1)
U(t) L U, (t) = Li(t)

Zu diesen Gleichungen bzw. deren Giiltigkeit gibt es einiges zu sagen. Ich finde z.B. die Frage fiir
welche Bedingungen ky = ky gilt interessant. Eine andere, offensichtlichere Frage ist welche
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Effekte zu My beitragen. Dies bestimmt wesentlich welche Abhingigkeit von der Drehzahl o sich
ergibt, und ist fiir praktische Anwendungen relevant. Die kleinen in Koaxialhelikopter
eingesetzten ,,brushed” Motoren werden meines Erachtens gut durch ein drehzahlunabhingiges
My beschrieben (insbesondere wenn man das Getriebe als zum Motor dazugehdrend betrachtet),
wihrend fiir ,,brushless* Motoren nach [2] besser eine lineare Drehzahlabhingigkeit angenommen
wird. Weiterhin kann es auch nétig sein das elektrische Ersatzschaltbild zu verfeinern. Bei
,orushed* Motoren ist z.B. der Spannungsabfall {iber die Biirsten zu bedenken, der anscheinend
jedoch ebenso haufig vernachlissigt wie mit beriicksichtigt wird. In manchen Fillen sind auch
Kapazititen, oder ein Widerstand parallel zur Quelle Ui,g einzufiihren. Anderseits kann in der GL.
(1.1a) der Tragheitsterm hiufig ignoriert werden. Das Triagheitsmoment J des Ankers ist in der
Regel klein, so dass der Motor entweder relativ schnell seine Solldrehzahl bei einer
Spannungsénderung erreicht (im Fall einer drehzahlunabhidngigen Drehmomentlast, sieche [1])
oder der Trigheitsterm gegeniiber dem anliegenden Lastdrehmoment vernachldssigbar klein ist
(z.B. im Fall eines Modellhelikopters)(bei Multikoptern kommt es allerdings auf eine schnelle
Responsezeit an und J wird wichtig). Im stationdren Fall kann der Term mit J in jedem Fall
vernachldssigt werden (vide infra).

Die fiir dieses Manuskript jedoch wichtigste Betrachtung zur Giiltigkeit bezieht sich auf die
unterschiedlichen relevanten Zeitskalen. Im Prinzip gilt Gl. (1.1) zu jedem Zeitpunkt wéhrend der
Drehung des Motors. Die zeitlichen Anderungen der Spannungen, des Stroms, und der Drehzahl
wihrend einer Umdrehung sind jedoch fiir die Praxis nicht von groflem Interesse, und die
Gleichungen werden daher in gewissem Sinne zeitlich gemittelt (z.B. liber eine Umdrehung).
Dementsprechend sind die in Gl. (1.1) vorkommenden GroB3en auch als Mittelwerte zu verstehen.
Fir den Gleichspannungsbetrieb ist dies eine sinnvolle und gerechtfertigte Vereinfachung.
Betrachten wir z.B. einen typischen ,,brushed“ Motor mit 3 Nuten bei einer Drehzahl von
20000 U/min. Die induzierte Spannung und dementsprechend der Strom und die
Winkelgeschwindigkeit variieren daher in einer Zeit von etwa 1/(3f) = 1 ms. Die Gleichspannung
mit der der Motor gesteuert wird, wird in der Praxis jedoch (meist) wesentlich langsamer
gedndert, z.B. auf einer Zeitskala von einigen 10 ms. Obwohl der Strom also zeitlich nicht
wirklich konstant ist weillt er doch nur sehr schnelle und damit kleine Abweichungen vom
Mittelwert iiber eine Umdrehung auf. Der induktive Term in GIl. (1.1b) kann unter diesen
Bedingungen offensichtlich vernachléssigt werden.

Diese Uberlegungen fiihren auf die Motorgleichungen in der wohl am meisten zitierten Form:

M=kI-M_, (1.2a)
U =ko+RI, (1.2b)

wobei die GroBen U, I, M, und o eine langsame zeitliche Anderung erfahren diirfen (langsam im
Vergleich zur Drehzahl). Die Leistungsbilanz ergibt sich dann zu

P

mech

=P, —RI’-P,. (1.3)

Hierbei ist Ppech = Mo die abgegebene mechanische Leistung, P = Ul die zugefiihrte elektrische
Leistung, und Py die Verlustleistung.

Aus der Uberlegung zu den Zeitskalen ergibt sich sofort, dass man bei einer getakteten

Ansteuerung des Motors griindlich {iberlegen muss inwieweit Gln. (1.2) und (1.3) noch benutzt
werden diirfen. Tatsdchlich ist nicht nur die Rolle des induktiven Terms zu betrachten, sondern
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auch zu hinterfragen ob die Mittelung der GI. (1.1) iiber eine Umdrehung iiberhaupt noch
gerechtfertigt ist. Fiir z.B. eine PWM Frequenz von 4 kHz dndert sich die Spannung auf einer
Zeitskala von 0.25 ms, und damit sogar schneller als wie sich eine Nut des Ankers an einem
Magnetpol vorbei bewegt. Bei einem ,,brushless® Motor, welcher typischerweise 6 oder mehr
Nuten aufweist, ndhern sich die Zeitskalen an, in keinem Fall jedoch erscheint eine Mittelung im
obigen Sinne gerechtfertigt. Dies bedeutet, dass im Prinzip jedes Detail des Autbaus des Motors in
den Uberlegungen mit zu beriicksichtigen ist. Dies erscheint hoffnungslos, und dementsprechend
werden im Folgenden die zeitlichen Variationen wihrend einer Umdrehung des Motors
vernachléssigt. Ich mochte jedoch betonen, dass dies eine unkontrollierte Ndherung ist, deren
Giiltigkeit bis auf weiteres unklar ist (dazu miisste eine allgemeingiiltigerer Rechnung als die
unten ausgefiihrte gefunden werden).

Weitergehendere, im Web verfugbare Literatur zu den Motorgleichungen:
[1] http://www.ieap.uni-kiel.de/surface/ag-berndt/lehre/aprakt/teil-2/motor.pdf
[2] http://www.powercroco.de/Modellierung-Theorie2.doc

2. Formulierung des Problems

Im Folgenden soll uns das Anlaufverhalten nicht weiter interessieren, d.h., es wird der stationére
Fall betrachtet. Die resultierenden Ergebnisse sollten jedoch auch fiir langsame Anderungen z.B.
des PWM Taktverhiltnis sinnvoll sein, wobei langsam wieder in Bezug zur Drehzahl und/oder der
PWM Frequenz zu verstehen ist.

Der Motor soll durch die Gleichungen

M(t) =kI(t) =M., (2.1a)

U(t) = koo + RI(t) + L%I(t) , (2.1b)

beschrieben werden, wobei wir die zeitlichen Anderungen der GréBen U, I, M, und o wihrend der
Drehung des Motors nicht beriicksichtigen, wohl aber die zeitlichen Anderungen durch die
getaktete Ansteuerung, deren Bestimmung gerade Ziel dieses Texts ist. Wie in Kapitel 1
ausgeflihrt ldsst sich diese Vorgehensweise nicht offensichtlich rechtfertigen. Es ist aber das
Einfachste was wir tun konnen; es bleibt einfach zu hoffen, dass dieses Model trotz der groben
Vereinfachungen niitzliche FEinsichten liefert. Die im Prinzip vorhandenen Drehzahl-
schwankungen wihrend einer PWM Periode konnen sicher vernachldssigt und o als
zeitunabhdngig angenommen werden. Mit Gl. (2.1) ergibt sich fiir die Leistungsbilanz

UOI(t) = M(H)o+ M o + RI>(t) + LI(t)%I(t) . (2.2)

In einer realen PWM Ansteuerung ist eine Freilaufdiode unverzichtbar, deren Effekt ist daher mit
zu beriicksichtigen. Es wird jedoch eine ideale Diode angenommen, genauso wie ein idealer PWM
,»Schalter. Letzterer befindet sich wegen technischer Vorteile zumeist in der Zuleitung zur Masse
("low-side™), kann aber im Prinzip ebenso gut auch "high-side™ sein. Die entsprechenden
elektrischen Schaltbilder sind nachstehend skizziert (links: low-side, rechts: high-side).
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Die PWM wird durch die drei Groflen

T: Periodendauer
DT: Dauer der ON Phase
Ug: Spannung wéhrend der ON Phase

charakterisiert. Die Spannung wihrend der OFF Phase bedarf wegen des Einfluss der Diode

genauerer Uberlegungen, da sie im Prinzip jeden Wert > 0 V annehmen kann. Die ON und OFF
I 0<t<DT, II: DT<t<T, DC=DT/T,

ein. Vorrangig interessiert uns der mittlere Strom in Abhingigkeit vom Taktverhiltnis der PWM.

Hierbei ist der Mittelwert liber eine PWM Periode gemeint (nicht zu verwechseln mit der in
Kapitel 1 diskutierten Mittelung liber eine Umdrehung des Motors). Fiir den mittleren Strom gilt

1= %il(t)dt , (2.3)

und ganz entsprechend fiir andere GroBen. Neben den Mittelwerten ist aber natiirlich auch der
genaue Zeitverlauf von Interesse. Fiir den stationdren Zustand sind die verschiedenen Grofen
periodisch mit der PWM Periode T. Fiir den Strom z.B. gilt I(T + t) = I(t) , und insbesondere

(T)=1,, (2.4)

wobei Iy der Strom zur Zeit t = 0 ist, also Ip = I(0). Analoges gilt flir andere Grofen.

Neben den GroBlen k, R und My wird fiir das Motorverhalten im PWM Betrieb nun auch die
Induktivitit L bzw. die Zeitkonstante t = L/R bedeutend. Tatsédchlich spielt das Verhéltnis zur
PWM Periode, also t/T, die entscheidende Rolle (vide infra). Wir merken uns:

Die Einheit aus Motor+Regler+Akku ist durch die GrofRen Ug, k, R, My, und #/'T charakterisiert.
In den folgenden Kapiteln werden die Mittelwerte und zeitlichen Verldufe von U und I diskutiert
(der M-Verlauf ergibt sich aus GI. (2.1a)), fiir die sich letztlich einfache Resultate ergeben. Die

Leistungsbilanz ist deutlich komplizierter. An manchen Stellen sind zusétzliche Betrachtungen als
Bemerkungen eingefiigt; diese sind fiir den Fortlauf des Texts aber nicht erheblich.
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3. Allgemeines Ergebnis fur die Mittelwerte

Die Motorgleichung fiir die Mittelwerte ldsst sich vielleicht verbliiffend einfach ableiten. Mittels
der Gln. (2.1b) und (2.3) ergibt sich der Mittelwert der Spannung zu:

GL(2.1b)

- 1¢d
'[U(t)dt = ko+RI+L ﬂd—l(t)dt. (3.1)

G1(23) 1

Der letzte Term kann mit Hilfe der Substitutionsformel ausgewertet werden. Fiir eine beliebige
Funktion des Stroms F(I) und der dazugehorigen Stammfunktion G(I) gilt ndmlich

K(T) GL(2.4)
IF(I(t))—I(t)dt— IF(I)dI—G(I(T)) G(1,) & G(1,)-G(1,) =0, (3.2)

1(0)

wobei im letzten Schritt die Periodizitéit ausgenutzt wurde. Im vorliegenden Fall ist F(I) =1 und
G(I) =1, und Gl. (3.2) liefert daher

Td KT) GL(2.4)
J.—I(t)dt: de:I(T)—IO = 0.
odt 1(0)

Damit erhilt man bereits das Endresultat fiir die Motorgleichungen:

M=kI-M_, (3.3)

v

U =ko+RI. (3.3b)

Die Induktivitit fallt aus den Motorgleichungen heraus, und es ergeben sich die Motorgleichungen
(1.2) wie fiir den Gleichstromfall, nur das die GréBen nun als Mittelwerte iiber eine PWM Periode
zu interpretieren sind. Diese Mittelwerte diirfen allerdings, dhnlich wie bei GI. (1.2), eine
langsame zeitliche Anderung erfahren.

Das Substitutionsverfahren ist auch auf die Leistungsbilanz anwendbar. Fiir die mittlere
elektrische Leistung

GL(2.1b

_ 1t 17 1t ) d
P= ! P, (t)dt = ﬂU(t)I(t)dt = = { {k(ol(t) +RIZ (1) + LI(t)aI(t)}dt

erhilt man dann das Ergebnis

P, = kol +RI*(t). (3.4)

Der induktive Term féllt wieder heraus, da sich das entsprechende Integral erneut nach Gl. (3.2)
zu Null ergibt (hier ist F(I) = I und G(I) = 1/21%):
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T I(T)
d GI.S.Z) 3 L ) ) Gl.(_2.4)
L.([I(t)al(t)dt - LIIdI—E[I (T)-1*(0)] = o.

1(0)

Dies bedeutet jedoch nicht, dass die Induktivitdt dhnlich wie beim mittleren Strom fiir die
Leistungsbilanz irrelevant wire. Im Gegenteil, da sie den genauen Zeitverlauf des Stroms
bestimmt, spielt sie eine wichtige Rolle (vide infra), die allerdings von den Details abhéngt. Wir
konnen jedoch festhalten, dass der Mittelwert iiber das Quadrat des Stroms seinen kleinsten Wert
genau dann annimmt, wenn der Strom konstant mit der Zeit ist; fiir alle anderen Félle nimmt er
groflere Werte an. Dies kann durch Einfiihren eines Verlustfaktors npwwm, definiert tiber

I () = 1() Npyy (3.5)

beriicksichtigt werden, welcher flir konstante Strome den minimalen Wert npwym = 1 annimmt, und
ansonsten grofer als 1 ist. Die Leistungsbilanz ldsst sich damit formulieren als

P, = kol + Ryl - (3.6)

Der Fall konstanter Strome bzw. Wert npwwm = 1 ergibt sich fiir sehr groBe Werte von /T (vide
infra), und stellt den Idealfall dar. Die GI. (3.6) stellt die Auswirkung der PWM Ansteuerung auf
die Leistungsbilanz einpriagsam dar. Allerdings hiangt der Verlustfaktor in komplizierter Weise
von den Motoreigenschaften und dem Taktverhéltnis DC ab. Wir fassen zusammen:

Fir den mittleren Strom, die mittlere Spannung, und das mittlere Drehmoment gelten die gleichen
Beziehungen wie fur den Gleichstrombetrieb. Fir die Leistungsbilanz ergibt sich ebenfalls eine
ahnliche Formel, in der allerdings der Widerstand R um einen Faktor 7pwwm vergroRert erscheint.
Fir sehr grofRe Induktivitaten bzw. Verhaltnisse #/T nimmt 7pww den idealen Wert 7pwm = 1 an.

Bei der Anwendung der Motorgleichungen ist zu bedenken, dass die mittlere Spannung U
aufgrund der Wirkung der Diode nicht notwendigerweise der mittleren "Batteriespannung"

U, =U,DC (3.7)
entspricht (vide infra). Wir halten als wichtiges Ergebnis fest:

Im Gegensatz zum Gleichstrombetrieb ist die Spannung keine "gute™ Steuergrofie, sondern das
Taktverhéaltnis DC. Die fir das Motorverhalten wirksame bzw. in die Motorgleichungen

einzusetzende mittlere Spannung U entspricht i.A. NICHT der mittleren Batteriespannung U .

Bemerkungen:

(1) In Kapitel 2 wurde angenommen, dass die Drehzahl o konstant wihrend einer PWM Periode
ist. In Anbetracht der Rechnung ist aber offensichtlich, dass diese Bedingung fiir GI. (3.3) fallen
gelassen werden kann; o ist dann ebenfalls als Mittelwert iiber eine PWM Periode zu verstehen.

(2) Nach dem gleichen Argument welches dazu fiihrte dass die Induktivitit aus den

Motorgleichungen heraus fillt, ergibt sich auch dass sich der Tragheitsterm in GI. (1.1a) zu Null
mittelt, womit dessen Vernachldssigung strikt gerechtfertigt ist.
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(3) Die obigen Ergebnisse basieren auf der Substitutionsregel, deren Anwendbarkeit ist also
genauer zu priifen. In der Standardliteratur wird als Bedingung gefordert, dass F(I(t)) stetig und
vor allem I(t) stetig differenzierbar ist. In Anbetracht dessen dass z.B. Schalter ein und
ausgeschaltet werden erscheint dies nicht erfiillt. Die Stetigkeit von I(t) ergibt sich jedoch aus
folgender Uberlegung. Wiirde die in der Spule gespeicherte Energie E; = 1/2LI” in verschwindend
kurzer Zeit gedndert werden, wire dazu eine unendlich grofle Leistung erforderlich bzw. wiirde
frei werden. Bei jedem Schaltvorgang bleibt also die Energie in der Spule konstant, und damit der
Strom I(t) durch die Spule stetig, und damit auch F(I(t)). Der Stromverlauf I(t) weilit i.A. jedoch
an diesen Stellen ,,Knicke* auf und ist damit nicht iiberall stetig differenzierbar. Allerdings ldsst
sich das Integral in die einzelnen Bereiche auftrennen, und fiir diese Bereiche getrennt behandeln.
Fiir z.B. den Fall mit Stromliicke (vide infra) kann das Integral in drei Bereiche aufgetrennt
werden und die Integrale fiir die ersten beiden Bereiche mit der Substitutionsregel berechnet
werden. Fiir das Integral {iber den dritten Bereich ergibt sich trivial Null da der Strom Null ist und
damit auch die Ableitung. Also
T DT T T GL(9)

jﬁdt = jﬁdu jﬂdw gt I(DT)-I(1,) + (T") - I(DT) +
dt dt Spdt r.dt S

=I(T")-1(I)=0

T
g dt
dt

0 0

Es ist also ausreichend das I(t) stiickweise stetig differenzierbar ist, und in jedem Stiick entweder
eindeutig umkehrbar oder identisch Null ist. Diese Bedingungen sind erfiillt, und damit die
Substitutionsregel anwendbar.

(4) Das Ergebnis (10b) ldsst sich, vielleicht sogar schneller, auch iiber eine Fourier-
Reihenentwicklung gewinnen. Fiir z.B. den Strom wird geschrieben

I(t)=>i,e"",
wobei Q2 = 2n/T die Frequenz der PWM, und der Mittelwert des Stroms durch die Komponente iy
bei der Frequenz nQ2 = 0 gegeben ist. Analoges gilt fiir die Spannung. Aus GI. (2.1b) ergibt sich
die Beziehung zwischen den Fourier-Komponenten i, und u, des Stroms und der Spannung,

L W - ko

" R+inQL’
und fiir die Mittelwerte daher sofort ip = (up - kw)/R, und damit GIl. (3.30b). Diese Methode
funktioniert allerdings nur solange die "Koeffizienten" konstant sind, d.h., gilt nur fiir den Fall
ohne Stromliicke (vide infra). Fiir diesen Fall ldsst sich dafiir Gl. (3.3b) allgemeiner fassen:
(1) liegt anstatt des RL Glieds eine beliebige (komplexe) Impedanz Z()) vor, dann
verallgemeinert sich Gl. (3.3b) zu

U =ko+Z(0)I.

(i1) Gl. (3.3b) gilt nicht nur fiir einen PWM Spannungsverlauf, sondern fiir beliebige (periodische)
Spannungsverldufe U(t).

Weitergehendere, im Web verfugbare Literatur zur Substitutionsregel:
[3] http://de.wikipedia.org/wiki/Integration_durch Substitution
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4. Zeitverlauf des Stroms und der Spannung

Der Strom- und Spannungsverlauf beim PWM Betrieb eines Elektromotors kann relativ leicht
bestimmt werden. Ich fand es niitzlich zuerst die Situation ohne Diode und Motorgegenspannung,
also das Verhalten einer RL Reihenschaltung (RL Glied), zu betrachten. Die diesbeziiglichen
Ergebnisse sind im Appendix zusammengefasst; an einigen Stellen wird hier darauf verwiesen.

Zur Einstimmung sind in den Bildern unten, fiir die Beispielwerte R=0.5Q, L =50 uH,
1/T=4kHz, 1/T=04, Ug=7.5V, und ko =5V, die Zeitverldufe fiir Strom und Spannung fiir
DC = 0.5 und DC = 0.9 dargestellt. Zusétzlich sind einige charakteristische GroBen eingezeichnet.
Im rechten Bild ist der fiir ein RL Glied erwartete Stromverlauf bestehend aus Lade- und
Entladekurve zu beobachten. Demgegeniiber ist im linken Bild eine Stromliicke mit I=0 zu
erkennen. Hier zerfallt die OFF Phase in die zwei Bereiche II und III, entsprechend

II: DT<t<T, O T <t<T, DC ' =T'/T,

wobei T" die Zeit zu der der Strom Null wird bezeichnet, und DC" eingefiihrt wurde. Tritt keine
Stromliicke auf, sprechen wir vom Fall "ohne Stromluicke", andernfalls vom Fall "mit Stromlucke™
(auf eine Stromliicke wurde ich als erstes von Helmut Schenk hingewiesen, mein Dank dafiir, ich
habe seinen Sprachgebrauch hier iibernommen). In beiden Féllen ist der Strom stetig sowie
stiickweise stetig differenzierbar, und die Substitutionsregel anwendbar. In beiden Fillen gelten
also die Ergebnisse aus Kapitel 3, insbesondere die Motorgleichung (3.3) und Leistungsbilanz
(3.6). Es ist jedoch zu beachten, dass sich unterschiedliche Werte fiir die mittlere Spannung
ergeben:

ohne Stromliicke: sDC, (4.1a)

mit Stromliicke: ,DC+kofl-DC’) (4.1b)

Nur im Fall ohne Stromliicke entspricht die mittlere Spannung der mittleren Batteriespannung
U,, im Fall einer Stromliicke ist sie (bei gleichem Taktverhiltnis) groBer als U,.

mit Stromltcke ohne Stromliicke
DC=05 DC=0.9
6 B T
1 ort 7 > ot
4 AR 44 i
g 34 g 34
— 24 Al — 21
14 1
0 0
L8 -8
_6’-\ _6/-\
oS oS
LoD L2 2
T T 0 T T T 0
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 3.0
T tT
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Die angedeuteten Zeitverldufe erkldren sich folgendermalen: Entsprechend unseren Annahmen ist
die Drehzahl des Motors wihrend einer PWM Periode konstant, und damit auch U;,q = ko. Es ist
also Gl. (2.1b), bzw. umgestellt die Differentialgleichung

I, U ko

d
L
= (4.2b)

zu losen, welche der eines RL-Glieds mit anliegender Spannung Ugi(t) = U(t) - ko entspricht,
wobei jedoch die Wirkung des Schalters und der Diode noch zu berticksichtigen ist.

In der ON Phase I ist die Situation einfach. Der Schalter ist geschlossen, die Spannung iiber dem
Motor ist gleich der Batteriespannung, U = Ug, und die Diode ist im gesperrten Zustand und kann
ignoriert werden. Fiir diesen Zeitbereich verhilt sich das System genau wie ein RL Glied an dem
die (konstante) Spannung Ug; = Up - ko anliegt.

In der OFF Phase II ist zu bedenken, dass der Strom durch die Spule bei Schaltvorgingen stetig
verlduft (siche Bemerkung (4) im vorhergehenden Kapitel). Der Strom durch die Spule kurz vor
dem Ausschalten ist aus der Losung flir Phase I bekannt; er entspricht Ipr. Kurz nach dem
Ausschalten fliest dieser Strom weiter, aber nun durch den Stromkreis bestehend aus R, L, der
Spannungsquelle ko, und dem Widerstand Rp, {iber die (gesperrte) Diode. Dieser Strom fliest aus
Sicht der Diode in Vorwiértsrichtung, so dass diese durchschalten wird. Alternativ konnen wir
argumentieren, dass eine grofe negative Spannung von etwa -Rplpr an der Diode abfillt, und
diese daher durchschaltet. Ist die Schaltzeit der Diode nun erheblich kiirzer als die Zeitskala
tp = L/Rp auf der der Strom abklingt, dann wird bis zum Durchschalten nur sehr wenig der in der
Spule gespeicherten Energie abgebaut. Im Idealfall, der hier angenommen wird, ist die Schaltzeit
verschwindend gering, so dass (a) direkt nach dem Offnen des Schalters die Spannung Null wird,
U =0, und (b) der Strom Ipr unvermindert iiber die Spule fliest. In diesem Fall verhilt sich das
System wieder wie ein RL Glied an dem die Spannung Ug; = -ko abfillt.

Im weiteren Verlauf kann es nun passieren, da Ugp negativ ist, dass der Strom durch Null laufen
und seine Flussrichtung umkehren wiirde. In diesem Moment, dem Zeitpunkt T", wird die Diode
jedoch wieder sperren und jeglichen weiteren Stromfluss unterbinden. Bei diesem
Abschaltvorgang tritt kein Sprung des Stroms auf, da vorher und nachher I = 0 ist, allerdings tritt
ein Sprung in der Spannung auf. Direkt nach dem Abschalten ist noch Energie in der Spule
gespeichert, welche auf der Zeitskala tp = L/Rp abgebaut und der stationdre Zustand sehr schnell
erreicht wird. In diesem Zustand ist der Strom durch und die Spannung {iber die Spule Null, also
Ugrp = 0. Alternativ konnen wir argumentieren, dass nach dem Schaltvorgang wegen [ =0 auch
dl/dt = 0 gilt und nach Gl. (4.1a) U = ko ist. Kurz vor dem Schaltvorgang gilt dI/dt = -kw/L, d.h.
der Sprung in der Steigung des Stroms geht mit einem Sprung in der Spannung einher.

Fiir den Stromverlauf konnen fiir den Fall ohne Stromliicke alle Ergebnisse (die sich nicht auf
Mittelwerte beziehen) des Appendix fiir die zwei Bereiche I und II direkt mit Uy = Ug - ko und
U; =-ko iibernommen werden. Fiir den Fall mit Stromliicke ist zusdtzlich zu bedenken, dass
Io=0 gilt und der Bereich II nur bis zum Abschalten der Diode zur Zeit T" durchlaufen wird.
Daher ist in allen Ergebnissen des Appendix T durch T™ zu ersetzen. Fiir die zwei Fille resultieren
die Ergebnisse:
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ohne Stromlicke:

T-DT
k _ N T _t
I: 0<t<DT, U=U,, It)-—p_Ko_ Uy l=c — e (4.32)
R R I
1—e
DT
I DT<t<T, U=0, 1(ty=—X2, Ya e _Tl K (4.3b)
R R T
l-¢e°
_E _T—DT
l-e * |[1-e ~
U, U, 2sinh(X DC)sinh(Z (1-DC))
Al = : - Chiad : (4.3¢)
R = R smh(%)
l-e *
mit Stromltcke:
U, -k =
L 0<t<DT, U=U,, It)=—2 m(l—efj (4.42)
DT T -t
. — ko) -t
II: DT<t<T", U=0, (ty=—k | Ys o _Us—ko kol o
R | R R R
(4.4b)
m: T <t<T, U=ko, I(t)=0 (4.4c)
—-k _bT
AI:UBR C"(1—e j (4.4d)

Bemerkungen:

(1) Diese Ergebnisse gelten identisch fiir low-side und high-side Ansteuerungen.

(2) Das die Spannung Ugy, iiber das RL Glied in Phase III Null sein muss lésst sich auch mit dem
allgemeinen Ergebnis Gl. (3.3b) und den Ergebnissen des Appendix, z.B. Gl. (A.14) wenn sich
auf die Spannung iliber das RL Glied bezogen wird, ableiten. Die unbekannte Spannung in der

Phase III soll mit U, bezeichnet werden. Fiir den Mittelwert der Spannung gilt dann

U= %[UODT +U,(T"=DT)+ U, (=17

Das im Mittelwert des Stroms auftauchende Integral kann mit den Ergebnissen Gl. (A.8) bis

(A.10) direkt angegeben werden, wobei zu bedenken ist, dass Phase II nur bis zur Zeit T
andauert, und natiirlich dass der Strom in Phase III Null ist:

GL(A8,A.9)

T DT T
jldt: IIdt+ J-Idt -
0 0 DT
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Zusammen mit den Werten fiir die Konstanten A und B ergibt sich damit

T

_ U U, .

Izljldtzl DT +—(T"-DT)]|.
T, T| R R

Der Vergleich mit dem Ausdruck fiir die Spannung zeigt, dass U, = 0 gelten muss.

Es ist nun noch die Frage zu klaren, unter welchen Bedingungen Phase I1I bzw. eine Stromliicke
auftritt. Das Kriterium hierfiir kann auf zwei Weisen formuliert werden. Offensichtlich tritt eine
Stromliicke dann auf, wenn der Strom in Phase II durch Null laufen wiirde. Ein Kriterium zur
Bestimmung von T" wire also I(T") =0. Fiir die Losung konnen wir z.B. t= T in Gl (4.3b)
einsetzen. Ein alternatives Kriterium ergibt sich aus der Uberlegung, dass der Strom stetig und zur
Zeit T gleich Null ist, allerdings einen "Knick" aufweist. Die Steigung des Stroms kurz vor dem
Sperren der Diode ist durch die Differentialgleichung (4.2) gegeben, also dI/dt(T*) = -kw/L. Beide
Kriterien fiihren zu identischen Ergebnissen. Als Bestimmungsgleichung fiir T" bzw. DC™ ergibt
sich

Ther T

eT -l = Ys bzw. DC” = 1n 1+E e?DC =111, (4.5)
Ioe . ko T ko

e’ —

wobei T" > T bzw. DC™ > 1 bedeutet, dass keine Stromliicke auftritt.

Der Wert von T  bzw. DC’ hiangt von den drei Grolen DC, kw/Ug, und t/T ab, was die
Diskussion uniibersichtlich macht. Fiir die Grenzfille sehr kleiner und groBBer Werte von t/T bzw.
der Induktivitét ergibt sich

UT = 0 DC' = DC— Zin| K2 |_Tf;_ Ko oe +0((e‘ff’c)zj, (4.6a)
T \U, ) T U,
uT > DC =2pc1- 1 Y5 _1]pc|+of?). (4.6b)
ko 21\ ko

Im Fall kleiner Induktivitit ist DC™ bis auf eine logarithmische Korrektur praktisch gleich dem
Taktverhidltnis DC, d.h., der Stromverlauf in der OFF Phase ist fast immer und fast vollstindig
durch eine Stromliicke charakterisiert. Im Volllastbereich (DC = 1) verschwindet die Stromliicke.

Im Fall groBBer Induktivitit ist DC proportional zu UgDC/kw. Da ko kleiner als UgDC ist, gilt
DC" > 1, d.h., es tritt keine Stromliicke auf (im Fall ohne Stromliicke ist UgDC die mittlere
Spannung, fiir die nach der Motorgleichung (3.3b) ko < UgDC gilt). Nur im Leerlaufbereich tritt
moglicherweise eine Stromliicke auf.

Im Zwischenbereich ist die Situation komplizierter. In den Bildern unten ist fiir das Beispiel
/T = 0.4 der Verlauf von DC" als Funktion von DC (linkes Bild) bzw. ka/Ug (rechtes Bild) fiir
einige Werte von kw/Up bzw. DC gezeigt. Zum Vergleich ist der Verlauf fiir den Idealfall
/T — oo gestrichelt eingezeichnet. Im praktisch gesamten Bereich ergibt sich eine Stromliicke,
nur fiir nicht zu groBe kw/Up und/oder DC — 1 erhilt man den liickenfreien Fall (der Bereich mit
Stromliicke ist anhand von DC” < 1 zu erkennen, der ohne Stromliicke entsprechend an DC™ > 1).
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1.0
0.8
0.6
*
O
@]
0.4
——kelU, = 1.00
o —kelU_=0.75
0.2477 7 ko/U, = 0.50
—ko/U;=0.25
UT=04 kolU, = 0.10
0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

DC

DC*

1.0

0.8+

0.6

0.4+

0.2

0.0 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Das Auftreten einer Stromliicke ist bestimmt durch T" =T bzw. DC = 1. Fiir jeden Wert von t/T
ergibt sich dadurch eine Grenzkurve, die kow/Ug mit DC verkniipft. Dieser Grenzwert fiir ko/Up
soll als @, bezeichnet werden (der Unterstrich wird in Kapitel 6 klarer). Aus Gl. (4.5) folgt:

The
e -1
T

e’ —1

0,(DC,1/T) =

(4.7)

Im nebenstehenden Bild sind die Grenzkurven fiir einige Werte von t/T gezeigt. Befindet man
sich in diesem Diagramm unterhalb der jeweiligen Grenzkurve, tritt keine Stromliicke auf,

befindet man sich oberhalb liegt der Fall mit
Stromliicke vor. Es ist gut zu erkennen, dass
sich fiir eine sehr kleine Induktivitit (kleines
t/T) auBer im Volllastbereich praktisch immer
eine Stromliicke ergibt, wahrend sich fiir eine
sehr groBe Induktivitit (groBes 1/T) eine
Stromliicke vor allem im Zwischenbereich
ergibt. Im Zwischenbereich héngt die
Situation bei den relevanten Taktverhdltnissen
DC > 0.5 vom genauen Verhéltnis kw/Ug ab,
d.h. von der Last. In der Praxis ist Up
vorgegeben, und die Grenzkurve daher

ar

1.0
/T = 100
T=10
0.8 UT=1
YT =01

«/T=0.01

0.6

0.4 4

0.2+

0.0
0.0

faktisch mit einer Grenzdrehzahl o, = Upw,/k verkniipft. Es gilt:

Fur o> oy liegt der Fall mit Stromliicke und fir @ < wq der Fall ohne Stromlicke vor.

Fiir die Grenzfille kleiner und grofler Werte von t/T ergibt sich

-L(1-pC)

©/T - 0: 0,(DC)~e ,

(4.8a)

YT >w:  @,(DC)=DC —;DC(I -DC)+0(z?). (4.8b)
T

-12von 31 -



PWM Ansteuerung von Elektromotoren, OlliW

5. Leistungsbilanz

Mit den Ergebnissen des Appendix konnte fiir den Fall ohne Stromliicke die Leistungsbilanz
bestimmt werden. Fiir den Fall mit Stromliicke ist dieser Weg jedoch miihselig, und die mittlere
Leistung wird daher direkt {iber

_ 1 T UB DT
P, = ! Ut ==~ E[I(t)dt (5.1

und den aus Gln. (4.3) und (4.4) bekannten Stromverldufen berechnet. Gleichung (5.1) gilt sowohl
fiir den Fall ohne als auch mit Stromliicke, da in der OFF Phase entweder die Spannung oder der
Strom Null ist. Das Ergebnis ldsst sich schreiben als

_ U?
P, —n[ X \he Ty ar (5.2)
R . T

welches in dieser Form fiir beide Fille gilt, natiirlich mit den jeweiligen Ausdriicken fiir den
Stromhub Al, Gln. (4.3c) bzw. (4.4d).

Fiir die Leistungsbilanz in der allgemeinen Form Gl. (3.6), bzw. dem Verlustfaktor npwwm konnte
ich fiir den Fall mit Stromliicke keinen "niitzlichen" Ausdruck finden. Fiir den Fall ohne
Stromliicke erhdlt man mit Gl. (4.3¢), Gl. (5.2), und der Motorgleichung das Ergebnis

-2
1-DC ko
—1+ 1-=2 | K(DC,x/T), 5.3a
Mewwm DC ( UBJ ( ) (5.3a)
inh(Z DC)sinh(Z (1- DC
K(DC,t/T)=1- 25" (3 DC)sinh (3 )), (5.3b)

T  DC(1-DC)sinh(L)
wobei die dimensionslose Funktion K(DC,t/T) eingefiihrt wurde, welche den Effekt des
Verhiltnis ©/T bzw. der Induktivitét in der Leistungsbilanz beschreibt, und Werte zwischen 0 und

1 annimmt. Diese Funktion wird im Appendix im Detail diskutiert. Hier wird nur zitiert, dass fiir
/T 2 0.1 der Verlustfaktor mit ausreichender Genauigkeit beschrieben werden kann durch

2 -2
Mowns z1+(élj (1—Dc)2[1—%—‘”j . (5.4)

Bemerkungen:
(1) Fiir den Fall ohne Stromliicke ergibt sich die Leistungsbilanz auch leicht mit den Ergebnissen
des Appendix. Wegen U(t) = ko + Ug(t) gilt

T T
P, = % j U(D)I(t)dt = kol + % j U,, (DI(t)dt,
0 0

und mit U = UgDC = U, fiir den Fall ohne Stromliicke und den Ausdriicken (A.13) und (A.17b)
ergibt sich direkt Gl. (5.3). Man hitte auch direkt GI. (A.18) ausnutzen kénnen.
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(2) Mittels der Leistungsbilanz GI. (3.6), der Motorengleichung (3.3b), und der Gl. (5.2) ergibt
sich der Verlustfaktor npwm formal zu
U, (Uy ~ko)DC-TU(U-ko)[, = U, RAI

(ﬁ_kw)z T U, (U, —ko)DC-TU(U - ko) |’
Dieser Ausdruck gilt mit und ohne Stromliicke. Fiir den Fall ohne Stromliicke erhdlt man mit
U =UgDC, Al nach GL. (4.3c), und K nach Gl. (5.3b) genau das Ergebnis Gl. (5.3a).

Mpwm =1+

(3) Ein zu in (2) dhnliches aber fiir alle Félle giiltiges formales Ergebnis ldsst sich auch erhalten,
wenn man die Definitionen des nidchsten Kapitels nutz:

U,(U, ~ko-T, +kPWMm)[1_£ RAI }
(T, —Kpun @) T DC(U, —ko— U +kpyy©) |

Mpwm =1+

6. Motorverhalten

Die Ausfiihrlichkeit der letzten Kapitel mag verschleiert haben, dass sich fiir das Motorverhalten
relativ einfache Gleichungen ergeben, Gln. (3.3a), (3.3b), (4.1) und (4.5). Die Leistungsbilanz ist
dagegen kompliziert, und wurde in zweierlei Weise formuliert. Das allgemeine Ergebnis Gl. (3.6)
zeigt, dass die bendtigte Leistung beim PWM Betrieb grof3er als beim Gleichspannungsbetrieb ist,
sich dieser Mehrbetrag jedoch mit zunehmender Induktivitdt bzw. PWM Frequenz verringert. Fiir
Rechnungen ist Gl. (5.2) meistens niitzlicher. Im Folgenden wird das Motorverhalten ausfiihrlich
diskutiert, die Leistungsbilanz wird nur anhand von Graphen dargestellt.

In den Formeln treten eine Reihe von Groflen auf: Ug, k, R, ©/T, My, DC*, DC, I, M und . Die
ersten fiinf GroBen sind jedoch Parameter, welche die spezifische Situation charakterisieren,
wiéhrend "nur" die letzten fiinf GroBen den Betriebszustand des Motors beschreiben. Die Grofie
DC” spielt eine Sonderrolle. Sie ist mitentscheidend fiir den Betriebszustand, kann jedoch nicht
direkt vom Anwender beeinflusst werden. Tatsdchlich ist es die Hauptschwierigkeit, im Vergleich
zum Gleichstrombetrieb, das Verhalten von DC™ zu verstehen, und dessen Wert zu bestimmen.
Beziiglich dem Wert von DC" wird verabredet, dass im Fall ohne Stromliicke DC = 1 gesetzt
wird (auch wenn die Bestimmungsgleichung (4.5) einen Wert grofer 1 liefert); im Fall mit
Stromliicke wird natiirlich der sich aus GI. (4.5) ergebende Wert verwendet.

Drei der fiinf Parameter, Ug, k und R, kénnen durch Einfiihren der normierten Gréf3en

p=Xo  _RLy RM O _RP 6.1)
B U, kU, U2

<

aus den Gleichungen eliminiert werden (dies ist so zu verstehen, dass alle Gossen, welche z.B.
eine Drehzahl darstellen, auf k/Ug zu normieren sind, alle Strome auf R/Ug, usw.). Zwischen
,wnatlirlichen® und normierten Groflen wird je nach Zweck gewechselt. Das Verlustdrehmoment
My bewirkt im Motorverhalten keine wesentlichen neuen Aspekte; aus dem Strom lésst sich das
Drehmoment immer direkt bestimmen. My wird im Folgenden daher als Null angenommen (halb-
idealer Motor), so dass M =kI bzw. M=1 gilt. Damit reduziert sich die Diskussion auf die vier
Grofien DC', DC, 1 und o (bei gegebenen Parametern Ug, k, R und ©/T), bzw. in normierter
Notation auf DC”, DC, I und @ (bei gegebenem Parameter t/T).
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Das allgemeine Ergebnis in Kapitel 3 fiir die Motorgleichungen suggeriert, dass sich gegeniiber
dem Gleichspannungsbetrieb keine Unterschiede ergeben. Allerdings zeigt Kapitel 4, dass die
mittlere Spannung iiber dem Motor nur im Fall ohne Stromliicke direkt durch das Taktverhéltnis
DC bestimmt ist, Gl. (4.1). Mit der ,effektiven” Motorkonstanten kpwy = kDC” ergibt sich die

mittlere Spannung Uz U-= ﬁB + (k — kpwm)®, und die Motorgleichungen werden

M=kI-M_, (6.2a)
U, = Kpyy®+RI. (6.2b)

Diese Gleichungen machen das Wesentliche des Motorverhaltens bereits deutlich:

Im Fall ohne Stromliicke verhélt sich der Motor wie im Gleichspannungsbetrieb, wobei als
Spannung U, = UpDC einzusetzen ist. Fiir die Motorgleichungen bevorzuge ich die Schreibweise

M =k(I-1,), k(o, —0)=R(I-1,), (6.3)
wobei I, den Leerlaufstrom und y die Leerlaufdrehzahl bezeichnet.

Im Fall mit Stromliicke erniedrigt sich jedoch abhingig vom genauen Betriebszustand die
elektromotorische Konstante, ohne dabei die Drehmomentkonstante zu beeinflussen. Der
Betriebszustand ist nun zusitzlich durch die GroBe DC’ charakterisiert, d.h. durch die
Motorgleichung (6.2b) ergénzt um die Bestimmungsgleichung (4.5).

Der Ubersichtlichkeit halber werden die fiir die Diskussion bendtigte Motor- und
Bestimmungsgleichung nochmals in natiirlicher und normierter Form angeschrieben:

U,DC = koDC" +RI bzw. DC=awDC" +1, (6.4a)

The Ther The The
Ugle® —-1|=koje” -1 bzw. e* —-l|l=oe* -—-1]. (6.4b)

Es wird daran erinnert, dass der Fall mit und ohne Stromliicke sich daran entscheidet ob die
Bestimmungsgleichung DC <1 oder DC > 1 liefert, wobei im letzteren Fall die Verabredung
gilt, dass der Wert DC =1 in die Motorgleichung einzusetzen ist.

Ist fiir einen gegebene Betriebszustand der Wert von DC™ bekannt, dann lassen sich alle anderen
GroBen leicht durch Einsetzen in die Gleichungen bestimmen. Es sind nun zwei Félle zu
unterschieden. Interessiert man sich z.B. fiir die Betriebsgro3en bei einer gegebenen Drehzahl o,
dann ergibt sich DC" direkt aus Gl. (6.4b) bzw. (4.5), und das Problem ist geldst. Sind jedoch die
Betriebsgrofen fiir ein gegebenes Taktverhéltnis DC gesucht, dann miissen die Werte von ® und
DC’ selbstkonsistent aus dem Gleichungssystem (6.4) bestimmt werden. Dies ist analytisch nicht
moglich, auBler in Grenzfillen. Ein graphisches Losungsverfahren stelle ich unten vor; aber das
liefert natiirlich keine quantitativen Ergebnisse. So bleibt die numerische oder die ndherungsweise
Losung. Ahnliches gilt wenn die BetriebsgroBen fiir einen gegebenen Strom I gesucht werden.
Der erste Fall ist einfach (das Motorverhalten lisst sich ohne Aufwand mittels gingiger
Darstellungsprogramme visualisieren), und wird daher nur kurz am Ende vor allem anhand von
Bildern beschrieben. Der zweite Fall wird ausfiihrlich betrachtet. Die Diskussion wird mit den
natlirlichen Grofen gefiihrt, im Zusammenhang mit Graphen werden normierten Gréf3en benutzt.
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Trivialerweise gilt DC <DC < 1. Wegen I, >0 ergibt sich aus Gl. (6.4a) die zusitzliche
Eingrenzung UgDC > koDC’, bzw.

DC<DC" < EDC . (6.5)
ko

Nehmen wir nun fiir den Moment einen vollstindig lastfreien Motor an (oder einen idealen Motor
mit R=0), dann erhalten wir aus Gl. (6.4a) Up/ke=DC/DC. Aus Gl. (6.4b) folgt dann
DC"=DC und Ug = ko, d.h., die OFF Phase ist vollstindig stromfrei und der Motor lduft mit
voller Drehzahl, der "lastfreien" Drehzahl w¢= Ug/k. Diese Drehzahl wird, im Unterschied zum
Gleichstrombetrieb, auch bei sehr kleinem Taktverhéltnis DC ereicht.

Bei einer kleinen zusitzlichen Last vergroBert sich DC™ leicht gegeniiber DC, dies geht nach
Gl. (6.5) allerdings nur, wenn auch ko kleiner als Ug wird, d.h. die Stromh’ic*ke verkleinert sich
auf Kosten der Drehzahl. Die GIn. (6.4) konnen fiir kleine Werte von DC - DC (was kleine

Strome 1 impliziert) ausgewertet werden, mit dem Ergebnis

DC T

RI T Ipc IDC+e_% -1 V=>0
DC' -DC=y .—, — =-DC—— —]~{T T (6.6)
¢ U, .o e _ 1T T A0
B Xnc ¢ 1 ——DC V——>o
271 T

Es wird nochmals betont, dass Gl. (6.6), und GL. (6.7), nur fiir kleine Werte von DC™ - DC gilt;
spétestens beim Erreichen der obere Grenze in GIl. (6.5) verlieren sie jeden Sinn. Mit
zunehmenden Strom I wird also DC etwas groBer als DC, d.h. die Stromliicke schlieft sich umso
mehr je groBer die Last ist. Die "DC -Suszeptibilitit" ypc+ beschreibt wie empfindlich der Motor
auf eine Last durch Erhéhung von DC’ reagiert. Interessanterweise ist ypc+ bei kleinen

Taktverhéltnissen sehr grof3, d.h. dass sich die Stromliicke bei einer anfallenden Last sehr schnell
schlieft. Fiir die Drehzahl ergibt sich

T T
ko RI T & |7 Y370
_=1_Xm_’ Xm:_?z 1 T : (67)
Uy Uy Ter -1 | V- S5w

DC T

Wie erwartet erniedrigt sich die Drehzahl mit zunehmender Last, wobei die "w-Suszeptibilitit" y
angibt wie empfindlich der Motor auf die Last mit einer Drehzahl-Erniedrigung reagiert.
Interessant ist, dass ¥, bei kleinen Taktverhdltnissen sehr grof ist, d.h. die Drehzahl bricht bereits
bei der kleinsten Belastung ein. Dies ist auch zu erwarten, da bei kleinen Taktverhéltnissen dem
Motor wenig Leistung zur Verfligung steht. Dieses Verhalten kann aber auch anders interpretiert
werden: Entsprechend GI. (6.2b) ist die "Steifigkeit" (im Sprachgebrauch von [2]) bei kleinem
Taktverhltnis DC und kleinem Unterschied DC™ - DC sehr klein.

Das schnelle Einbrechen der Drehzahl mit zunehmender Last wird schwéicher je niher man der

Grenzdrehzahl o, kommt (sieche Ende Kapitel 4). Die Stromliicke schliet sich zunehmend, DC
wird grofler, und der Motor wird steifer. Bei Erreichen oder Unterschreiten der Grenzdrehzahl w,
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wird DC" = 1 und der Motor maximal steif, die Stromliicke hat sich vollstindig geschlossen, und
der Motor verhélt sich wie im Gleichspannungsfall.

Fiir den allgemeinen Fall ldsst sich das Motorverhalten iiber eine graphische Losung bestimmen.
Die Motor- und Bestimmungsgleichungen (6.4) lassen sich, in normierter Schreibweise,
umschreiben in

Q(DC)=DC-1, Gl. (6.8)
%DC 1

Q(DC,DC",t/T)=~———DC", Gl. (6.8b)
—DC

e* -1

wobei die Funktion Q(DC,DC*,T/T) eingefiihrt wurde. Zwei Eigenschaften sind erwéhnenswert:
(i) Es gilt Q = ®DC’; fiir den Fall ohne Stromliicke entspricht Q damit genau der Drehzahl w. (ii)
Fiir DC* =1 entspricht Q der Grenzfrequenz w, aus Kapitel 4, Gl. (4.7), also Q(DC,1) = w,(DC).

Gleichung (6.8a) ldsst sich graphisch 16sen indem die rechte und linke Seite der Gleichung als
Funktion von DC dargestellt und die Schnittpunkte gesucht werden. Die Funktion Q(DC,DC)
wird hierbei als Kurvenschar fiir den Parameter DC™ betrachtet. Die Kurven sind, fiir das Beispiel
/T = 0.4, fiir einige Werte von DC’ im Bild unten dargestellt (schwarz-gestrichelte und rote
Linien). Die rechte Seite entspricht einer Geraden mit Steigung Eins, welche um den Strom [ nach
unten verschoben ist, einige Beispielkurven sind im Bild eingezeichnet (blaue Linien). Die
Losungen von Gl. (6.8a) ergeben sich nun aus den Schnittpunkten der dem Strom [ zugeordneten
"blauen" Linie mit den "schwarz-gestrichelten" Linien, wie im Bild durch die Kreise angedeutet.

10 DC*=0, 0.2/ 0.4/ 0.6/ 0.8/ 1.0
UT=0.4 ST T AN
0.8 AN T
N )
x
O 0.6 0,
D-.
(@)
0 0.4 ps
al
0.2
0.0 =" . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

DC

Fiir den Fall das kein Strom flie3t, I =0, finden sich die Schnittpunkte bei DC = DC’, d.h. die
Stromliicke ist maximal ausgeprigt, wie nach Gl. (6.6) auch zu erwarten war. Bei gegebenem
Taktverhdltnis DC wird mit zunehmendem Strom die Stromliicke immer kleiner. Dies ist flir das
im Bild gezeigte Beispiel vielleicht am einfachsten bei DC = 0.6 zu sehen. Der Schnittpunkt fiir
den angedeuteten Strom liegt nun nicht auf der DC™ = 0.6 Kurve von Q, wie es bei Strom Null
war, sondern auf der DC =0.8 Kurve, d.h. die Stromliicke hat sich zur Hélfte geschlossen. Erhoht
man den Strom weiter, ergibt sich irgendwann die Situation bei der der Schnittpunkt auf der
DC” =1 Kurve liegt, und sich die Stromliicke somit vollstindig geschlossen hat. Wird der Strom
weiter erhoht, ergibt sich kein Schnittpunkt mehr, und damit auch keine Stromliicke.
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Motorverhalten als Funktion des Taktverhaltnis DC

Mit den eben geschilderten Uberlegungen ergibt sich ein qualitatives Bild vom Verhalten des
Motors: bei kleinen Taktverhéltnissen ergibt sich zunichst wegen DC =~ DC eine ausgepragte
Stromliicke, der Motor ist sehr elastisch und die ®-Suszeptibilitdt gro8. Das heil3t, die Drehzahl
bricht auch bei kleiner Last stark ein. Mit einbrechender Drehzahl » wird der Motor jedoch steifer
und die Stromliicke schlieBt sich, bis beim Erreichen der Grenzdrehzahl o, der Fall ohne
Stromliicke eintritt. Bei mittleren Taktverhiltnissen ist das Verhalten im Prinzip dhnlich, nur dass
der Motor wegen dem gréfleren DC und damit groBeren DC" von vorneherein steifer ist, und
weniger empfindlich auf eine Last reagiert. Die Grenzfrequenz ist jedoch nach wie vor klein, so
dass sich im Regelfall eine Stromliicke ergibt. Bei grofen Taktverhdltnissen wird die
Grenzfrequenz nahezu maximal bzw. der Motor steif; und da DC grof3 ist schliet sich eine
eventuell bei kleiner Last vorhandene Stromliicke schnell unter Last. In diesem Bereich wird
typischerweise wieder der Fall ohne Stromliicke vorliegen.

Dieses Verhalten ist in den ndchsten beiden Bildern anhand des Beispiels eines Motors mit
/T = 0.4 illustriert. Links ist DC" und rechts die normierte Drehzahl o als Funktion von DC fiir
verschiedene Werte des normierten Stroms I dargestellt (rechts ist gestrichelt noch zusétzlich der
Verlauf der Grenzkurve w,(DC) eingezeichnet). Es ist gut zu erkennen, dass sich der Motor bei
einer mittleren Last bei kleinen und grofen Taktverhéltnissen DC im Zustand ohne Stromliicke
(DC* = 1) befindet, wihrend es bei mittleren Taktverhéltnissen einen Bereich gibt, in dem eine
Stromliicke (DC* < 1) vorkommt.

1.0 1.0
1=0.25
0.8 0.8+
1=0.15
5 0.6 0.6-
2 3l
0.4- 0.4-
1=0.05
0.2 0.2
1=0.001
/T =0.4
0.0 : : : — 0.0 4=E£Z 2, . . ;
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
DC DC

Das Auftreten dieses Zwischenbereichs und seine Grenzen sind gut mit der graphischen
Losungsmethode einzusehen. Die Werte von DC an den Grenzen des Ubergangsbereichs sind
gegeben durch die Gln. (6.4) fiir DC" =1, und Gl. (6.4b) entspricht der Grenzkurve wy,(DC), Gl.
(4.7). Die Grenzen des Ubergangsbereichs entsprechen daher, in normierter Schreibweise, den
Losungen von

0, (DC)=DC-1, (6.9)

welche wie oben graphisch ermittelt werden konnen, wenn beide Seiten der Gleichung als
Funktion von DC darstellt werden. Die Losungen ergeben sich wieder aus den Schnittpunkten,
wie im Bild unten links angedeutet.
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1.0 _ 1.0
T=04 g |
0.8 - 0.8
0.6- o 0.6
al L —P

0.4 L 0.4

0.2 Ry y 0.2

0.0 4= . . . . 0.0 . .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.01 0.1 1 10
DC T

Diese Konstruktion zeigt einsichtig, dass sich bei kleiner Last ein groBBer Zwischenbereich ergibt,
welcher mit zunehmender Last kleiner wird, und bei Uberschreiten eines Grenzstromes I, ganz
verschwindet. Die Situation fiir andere Werte von t/T kann genauso erschlossen werden, es ist nur
die entsprechende Grenzkurve zu verwenden. Grenzkurven fiir einige Beispiele wurden am Ende
von Kapitel 4 gezeigt. Es ergibt sich ganz allgemein:

Mit zunehmender Last (Strom) wird der Zwischenbereich, in dem eine Stromlicke auftritt, immer
kleiner und verschwindet letztendlich. Der Punkt an dem der Zwischenbereich verschwindet wird
flr groRere Werte von #/T (groRere Induktivitat) bereits bei kleineren Lasten (Strémen) erreicht.

Die graphische Konstruktion ldsst auch erkennen, dass sich beim Grenzstrom [, nur ein
Schnittpunkt ergibt, an dem die Steigung der Grenzkurve zudem Eins ist. Daraus ldsst sich die
nachstehende Gl. (6.10) fiir I,(t/T) ableiten, dessen Verlauf oben rechts dargestellt ist.

Ig(T/T):%{lnH(&—1)}—1}+ 1 (6.10)

e —1

Damit ist das Verhalten von DC” und o als Funktion von DC fiir gegebenes I bekannt. Alle
weiteren Groflen lassen sich nun mittels der in Kapitel 4 und 5 angegebenen Formeln bestimmen.

Fiir das Beispiel ©/T = 0.4 sind die resultierenden Kurven in den folgenden Bildern dargestellt,
wobei daran erinnert wird, dass ein halb-idealer Motor (My = 0) angenommen wurde, also M =1
gilt. Der fiir jede Kurve angegebene Strom [ kann, oder sollte, als das anliegende Lastdrehmoment
betrachtet werden.

Beziiglich des tatsdchlich flieBenden Stroms 05

bzw. vom Motor gelieferten Drehmoments ist dT=04 o
jedoch zu beriicksichtigen, dass fiir kleine 0.4- :
Taktverhiltnisse DC der Motor das gewliinschte /

Drehmoment nicht liefern kann und blockiert, 031 /

d.h. die Drehzahl null ist. Dies ist im  — /

nebenstehenden Diagram dargestellt. Wie zu 021 / 0.15
erkennen, ist der tatsdchlich flieBende Strom 014 /

fir DC <1 kleiner als der gewiinschte Wert. 1=0.05
Dieser Effekt hat natiirlich nichts mit dem 0.0 . . . Lo
PWM Betriecb zu tun; er tritt im 00 0z 04 06 08 10

Gleichstrombetrieb genauso auf.
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In den folgenden Bildern sind die mechanische und elektrische Leistung Py, und P, sowie die sich
ergebenden Wirkungsgrade n und npwm gezeigt. Zum Vergleich sind auch die Kurven fiir den
Idealfall ©/T — oo entsprechend einer unendlich groBen Induktivitit gestrichelt mit eingezeichnet.
Um alle relevanten Bilder an einer Stelle zusammen zu haben, sind auch die auf Seite 18 bereits
gezeigten Bilder fiir DC” und @ nochmals dargestellt.

1.0 1.0
0.8 0.8-
5 0.6 0.6-
2 3l
0.4 0.4-
1=0.05
0.2 0.2-
1=0.001
IT=0.4 =
0.0 : : . — 004t dT=04
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.25
0.20-
0.15-
£
aj 1
0.10
0.05-
0.00
0.0
=
z
= =
V1777777 T =04
0.0 T T t T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

In dem Betriebsbereich, in dem eine Stromliicke auftritt, liefert der Motor fiir einen gegebenen
Strom eine groBere mechanische Leistung als im Gleichstrombetrieb. Dies liegt im Wesentlichen
an der in diesem Bereich gegeniiber dem Gleichstrombetrieb erhohten Drehzahl. Diese
Mehrleistung mag als vorteilhaft erscheinen, allerdings erhdht sich im Gegenzug auch die
bendtigte elektrische Leistung, und zwar gerade der Art, dass sich der Wirkungsgrad insgesamt
verschlechtert, in Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Ergebnis aus Kapitel 3. Weiterhin wird
der Motor in diesem Bereich elastischer, so dass sich die Drehzahl bei einer Lastdnderung
vergleichsweise stark verdndert. Insgesamt stellt sich dieser Betriebsbereich also als weniger
vorteilhaft dar.
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Motorverhalten als Funktion der Drehzahl o

Als néchstes wird das Motorverhalten als Funktion der Drehzahl o fiir gegebene Taktverhiltnisse
DC fiir den Beispielmotor mit t/T = 0.4 betrachtet. In diesem Fall lassen sich alle Gr6en ohne
Umschweife problemlos berechnen, da DC™ direkt aus der Bestimmungsgleichung (6.4b) bzw.
(4.5) folgt. Der Verlauf von DC" als Funktion von @ wurde bereits in Kapitel 4 gezeigt, ist aber
unten nochmals dargestellt. Die weiteren Bilder zeigen die Verldufe fiir den Strom I, die
mechanische und elektrische Leistung Py, und P, sowie den Wirkungsgraden n und npwm. Zum
Vergleich sind wieder die Kurven fiir den Idealfall t/T — oo gestrichelt mit eingezeichnet.

1.0 1.0

T=04
0.84 0.8+
0.6 0.6
x
O
() —_
0.4 1 0.44
0.2+ 0.2+
T=04 . 5
0.0 T T T T 0.0 = = =
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
« ()
0.25 1.0
W/T=0.4 T=04
0.20 0.8
DC=0.8
0.15- 0.61™\
al DC=0.8 af
0.10- 0.4
0.051 0.2pc=04
“DC =04
— DC =02
0.00 G202 : ; 0.0 === = . =
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
« ()
1.0 DC=02/ DC=04/ 35 T =04
0.8+ 3.0
0.6 = 2.54
z
g
0.4- = 20
02 | 1.5
/ WT=0.4 i
0.04 : : : : 10 : . : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
o) @

Es ist deutlich zu entnehmen wie sich das Verhalten des Motors durch das Auftreten einer
Stromliicke fiir Drehzahlen grofer als die Grenzdrehzahl w,(DC) verdndert. Der Motor wird in
diesem Bereich, dem Bereich mit Stromliicke, mit zunehmender Drehzahl @ immer elastischer.
Einerseits werden so bei kleinen Lasten trotz eines kleinen Taktverhiltnisses hohe Drehzahlen
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erreicht. Anderseits bedeutet dies auch, dass die Drehzahl bereits durch eine kleine Last stark
einbricht. In diesem Bereich kann die Drehzahl des Motors also nicht gut {iber das Taktverhaltnis
gesteuert werden.

Der Verlauf der I vs ® Kurve in der Ndhe von @ = 1 ist linear und durch Gl. (6.7) gegeben. Die
Steigung ist demnach durch die inverse w-Suszeptibilitat bestimmt. Das Verhalten im Bereich mit
Stromliicke konnte also durch eine Gerade mit Steigung -1/y, angendhert werden.
Erstaunlicherweise funktioniert dies sehr gut fiir sowohl grof3e und kleine Wert von t/T, ©/T <0.05
und ©/T > 1. Fiir Werte dazwischen, wie z.B. den gezeigten Fall t/T = 0.4, funktioniert diese
Néherung fiir nicht zu kleine Taktverhaltnisse. In dem Bereich mit Stromliicke ist die vom Motor
abgegebene mechanische Leistung gegeniiber dem Gleichstrombetrieb grof3er, allerdings auch die
notwendige elektrische Leistung, und zwar wieder genau so, dass insgesamt ein schlechterer
Wirkungsgrad resultiert.

Die priisentierten Diagramme und angestellten Uberlegungen zeigen:

Es ist vorteilhaft, den Motor bei groBen Taktverhaltnissen und unter relativ grofler Last zu
betreiben. Dadurch wird der Bereich mit Stromliicke vermieden, und die damit einhergehenden
Nachteile, wie eine schlechte Steuerbarkeit des Motors Uber das Taktverhaltnis oder ein
verschlechterter Wirkungsgrad.

7. Naherungslésungen flir das Motorverhalten als Funktion des Taktverhaltnis

Es soll nochmals das Motorverhalten als Funktion von DC wie im vorhergehenden Kapitel
diskutiert aufgegriffen werden. Fiir die diesbeziiglich gezeigten Bilder wurde das
Gleichungssystem (6.4) numerisch, d.h. mit einem kleinen, geeigneten Computerprogramm gelost
um die GroBen DC” und  zu erhalten. Dies ist allerdings etwas unpraktisch, und nicht unbedingt
fiir jedermann durchzufiihren. Es wére daher wiinschenswert einen Losungsweg zu finden, der
ohne den Umweg einer Selbstkonsistenzbestimmung die Berechnung des Verlaufs von DC" und
®, und damit aller anderen Grofen, ermdglicht. Wie bereits erwéhnt ist dies analytisch nur mit
geeigneten Naherungen moglich. Als eine Moglichkeit bietet es sich an eine Ndherungsformel fiir
die Bestimmungsgleichung (6.4b) zu suchen, welche z.B. die Kriterien erfiillt, dass sie

(1) eine analytische Auflésung der Motorgleichung (6.4b) erlaubt,
(i1) das Verhalten in allen Bereich zumindest qualitativ richtig beschreibt, und
(111) fiir gewisse Grenzfille exakte Resultate liefert.

Intensive Bemiihungen in diese Richtung mittels verschiedener Reihenentwicklungen scheiterten;
erst der Schritt zur Padé- bzw. rationalen Approximation fiihrte zu einem Ergebnis. Tatséchlich
lassen sich so eine Fiille von mdglichen Losungswegen erhalten, je nach "erlaubter" Komplexitit
und Gewichtung der verschiedenen Aspekte. Die von mir getesteten Losungen werden fiir
/T — oo exakt, und liefern fiir t/T > 1 gute Werte fiir DC". Im Prinzip werden diese Losungen mit
kleiner werdendem t/T auch schnell schlechter, trotzdem konnen einige dieser Losungen das
Motorverhalten, also das Resultat der selbstkonsistenten Losung von Gl. (6.4), fiir alle Werte von
/T verbliiffend genau beschreiben. Dies liegt daran, dass im Betrieb nicht der gesamte
Wertebereich von DC” und @ abgefahren wird, so dass es nur auf eine gute Néherung in den
tatsdchlich relevanten Bereichen ankommt.
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Im Folgenden werden zwei Losungen vorgestellt. Der erste Vorschlag reproduziert das
Motorverhalten im gesamten Wertebereich von t/T mit guter Genauigkeit, allerdings sind die
Formeln, obwohl von einfacher Gestalt, etwas ldnglich. Der zweite Vorschlag ergibt wesentlich
einfachere Ausdriicke, welche a priori eine zwar qualitativ korrekte aber quantitativ schlechtere
Beschreibung liefern, jedoch a posteriori so verbessert werden koénnen, dass praktisch exakte
Resultate erhalten werden. Diese Formeln ermoglichen es z.B. das Motorverhalten mit leicht
verfligbaren Darstellungsprogrammen wie Excel zu studieren.

N&herung #1
Die Bestimmungsgleichung fiir DC wird hier durch den Ausdruck
DC*(DC,m) = E(a +b°—¢’) (7.1a)
o \c—do

gendhert, wobei die Konstanten a, b, ¢ und d nicht von der Drehzahl ®, wohl aber vom
Taktverhiltnis DC abhédngen. Einsetzen von Gl. (7.1a) in die Motorgleichung (6.4a) und auflésen
nach o liefert

(DC-I)c—DCa

DC,I) = :
@(DED (DC-TI)d+DCb

(7.1b)

Da nun DC™ und @ bekannt sind, konnen alle anderen GroBen wie der Strom I usw. berechnet
werden.

Fiir die Konstanten a, b, c und d gilt

a(DC) = [DC(1-DC)-g(1- o, )lo, , (7.1¢)
b(DC) = DC” -[DC(2- o, )~ -0, o, (7.1d)
¢(DC) = DC[DC + (0, —2DClo, —g(l-w, )] , (7.1¢)
d(DC) = DC[(1-DCo, —gli-o,)] , (7.19)

wobei ®, die Grenzdrehzahl aus GI. (4.7) und die Konstante g die inverse ®-Suszeptibilitdt aus
Gl. (6.7) ist,

¢(DC) = 1[1 - e'fDC] L (7.2)
T Yo

Fiir Werte von /T < 1 wird die Bestimmungsgleichung zunehmend schlechter approximiert, das
Motorverhalten wird allerdings fiir alle Werte von /T sehr gut beschrieben.

Naherung #2 .
Die Bestimmungsgleichung fiir DC wird hier durch den Ausdruck
DC(DC,m) = pc—PC¢ (7.3a)
DC-g(1-0)
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gendhert, mit der Konstanten g(DC) aus GI. (7.2). Einsetzen in die Motorgleichung und auflosen
nach o liefert die vergleichsweise einfache Beziehung

_(bc-g)pC-1) _ pcr )
T Tey I G CTem T 7

Damit kdnnen nun wieder alle anderen Gréen berechnet werden, allerdings ergeben sich nur fiir
t/T > 1 gute Resultate. Eine erhebliche Verbesserung lésst sich aber dadurch erreichen, dass der in
Gl. (7.3b) einzusetzende Wert fiir das Taktverhdltnis DC um einen Beitrag proportional zum
Strom [ korrigiert wird, also anstatt DC der Wert DC - kI eingesetzt wird (man bedenke dabei das
auch g von DC abhingt). Die Konstante k hdngt nur vom Parameter t/T ab, und ist gegeben durch

k(t/T)= _r . (7.4)
i+ (42)?]
Auf diese Weise erhélt man die Naherungslosung
o(DC,I) = @,5,(DC-«LI), (7.5)

wobei @73, die Funktion aus GI. (7.3b) bezeichnet. Diese Formel liefert fiir den Bereich mit
Stromliicke verbliiffend genaue Resultate fiir alle Werte von 1/T.
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Appendix A: Zeitverlauf des Stroms flir eine Reihenschaltung aus Widerstand
und Spule

Um den zeitlichen Verlauf des Stroms bei der PWM Ansteuerung eines Elektromotors zu
bestimmen, fand ich es niitzlich zunidchst nur das Verhalten der Reihenschaltung aus einem

Widerstand R und einer Induktivitit L bei einem PWM Betrieb zu betrachten. Fiir eine RL
Reihenschaltung gilt

U, (t) = RI(t) + L%I(t) . (A.1)

oder umgestellt

d o 10 U (®

TR (A.2a)
L

= (A.2b)

Diese Differentialgleichung fiir den Strom I(t) kann einfach mittels der Methode der Variation der
Konstanten fiir beliebige Spannungsverldufe Ug; (t) gelost werden. Die allgemeine Losung ist

I(t) = e(jU%(t)e dt’ + I(tO)J, (A.3)

to

wobei ty die Anfangzeit und I(tp) der Strom zur Anfangszeit ty ist. Als Anfangszeit wird im
Folgenden t, = 0 gewéhlt, und es wird an Iy = I(0) erinnert.

Weitergehendere, im Web verfligbare Literatur zur Methode der Variation der Konstanten:
- http://de.wikipedia.org/wiki/Variation_der Konstanten
- http://www.mp.haw-hamburg.de/pers/Vassilevskaya/download/mathe-2/differentialgleichungen/6a-inhomog.pdf

A.1. Stromverlauf bei einem Ein- oder Ausschaltvorgang

Der Stromverlauf bei einem Ein- oder Umschaltvorgang ergibt sich aus der vorgegebenen
Spannung Ug; vor und nach dem Schaltvorgang, und ist bei Kenntnis von Iy leicht aus Gl. (A.3)
zu berechnen. Wegen der Stetigkeit von I(t), wie in Kapitel 3 in Bemerkung (4) erldutert, ldsst
sich Iy aus der Situation vor dem Schaltvorgang bestimmen. Es ergibt sich ein exponentielles
Abklingen hin zum stationdren Wert, mit einer Zeitkonstanten t = L/R.

Der Stromverlauf bei einem Ausschaltvorgang erfordert etwas mehr Uberlegung, ist doch der
Strom auf den ersten Blick nicht stetig, und die Spannung Ugp nach dem Unterbrechen des
Stromkreises nicht ohne weiteres bekannt (und somit Gl. (A.3) nicht direkt anwendbar).
Entsprechend Gl. (A.1) ergibe sich fiir eine unendlich kurze Zeit eine unendlich hohe Spannung,
was auch eine unendlich hohe Leistung bedeuten wiirde. In der Realitét liegt jedoch {iber den
Anschliissen der Spule ein endlicher, wenn auch sehr grofer Widerstand Rp, und es ist der
Stromkreis iiber R, L, und Rp zu betrachten. Wegen der Stetigkeit des Stroms durch die Spule
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flieBt nach dem Ausschalten der gleiche Strom Iy, wie vor dem Schaltvorgang, und
dementsprechend wird die Spannung Ug(0) = -Rply auftreten. Nach dem Schaltvorgang klingt
der Strom exponentiell ab, nun allerdings mit der Zeitkonstanten tp = L/(R+Rp) = L/Rp so dass
sich der stationédre Zustand in sehr kurzer Zeit einstellt. Im stationdren Zustand ist der Strom Null,
wie wir es bei einem gedffneten Schalter erwarten. Da diese Vorgidnge sehr schnell sind, kann es
Sinn machen sie zu ignorieren und nur die Situation kurz vor und "lange" nach dem Ausschalten
zu betrachten (lange im Vergleich zu 1p). Der Strom scheint dann unstetig von Iy auf Null zu
springen, gleichzeitig springt jedoch auch die Spannung Uy, auf Null.

Weitergehendere, im Web verfligbare Literatur zu Schaltvorgangen beim RL Glied:
- http://reinke.ws/teaching/fs09/exc_4.pdf
A.2. Stromverlauf bei einer angelegten PWM Spannung

An das RL Glied wird nun eine PWM Spannung angelegt, welche in der ON Phase den Wert Uy
und in der OFF Phase den Wert U; annehmen soll. Fiir die Periode von t =0 bis t = T gilt also:

U, V0<t<DT

Up () =
e (1) {Ul VDT<t<T

Fiir den stationdren Zustand ist, wie schon erwéhnt, auch der Stromverlauf periodisch mit der
Periode T, d.h., es gilt insbesondere Gl. (A.4). Von Interesse ist auch der Strom Ipr zur Zeit
t = DT. Wir fiihren noch den Stromhub Al = Ipr — I und den Spannungshub AUgp = Uy — Uj ein.

Der Stromverlauf wihrend einer Periode zerfillt wie die Spannung in zwei Stiicke entsprechend
den beiden Phasen I und II, und ergibt sich nach Gl. (A.3) zu
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(A.4b)
Der Strom I(T) am Ende einer Periode ergibt sich aus Gl. (A.4b), und zusammen mit I(T) =1,
kann der Wert von I selbstkonsistent bestimmt werden. Weiterhin soll der mittlere Strom sowie

die mittlere elektrische Leistung berechnet werden.

Diese Rechnungen werden {ibersichtlicher wenn wir uns auf die Struktur der Gl. (A.4)
konzentrieren, und schreiben

t

I I(t)=A+(I, Ak °, (A.5a)

1I: I(t)=B+ (I, +C -, (A.5b)
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mit Konstanten A, B, und C, die durch Vergleich mit Gl. (A.4) direkt abgelesen werden konnen.
Der Strom I(T) nach einer Periode ist nach Gl. (A.5b) gegeben durch
T

I(T)=B+(I, +Cle *,

und durch gleichsetzen mit Iy, und auflésen nach I ergibt sich
[[ =—. (A.6)

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich wenn diese Gleichung nach der Konstanten C aufgeldst
und das Resultat in Gl. (A.5b) eingesetzt wird. Auf diese Weise erhdlt man die ,,symmetrischen*
Gleichungen

I I(t)=A+(I, - A)e{ , (A.7a)

1I: I(t)=B+(I, -Ble“e -. (A.7b)

Damit ist der Stromverlauf vollstindig bestimmt; er ergibt sich aus GIl. (A.5) oder (A.7)
zusammen mit Gl. (A.6).

Als nichstes soll der mittlere Strom bestimmt werden. Auch hier ist es wieder niitzlich sich auf
die Struktur des Problems zu konzentrieren; wir benutzen Gl. (A.7). Fiir die Integrale in den
Bereichen I und II findet man sofort

I jl(t)dt =A-DT-1(I, - A)(e_T = 1}, (A.8a)
I [I(t)dt=B(T-DT)-x(I, - Ble* (ef = erJ , (A.8b)

wobei sich die jeweils zweiten Terme wegen
_bT _br Gl(A.7a)
(I,-A)e = —=1|=A+(I,-A) * -1, = I, —I,, (A.92)
Tr T _bT L GL(A.7b)
(I, -Ble*|e "—e * |=-B—([,-Blete * +I, = —I, +I,. (A.9b)

weiter vereinfachen lassen. Es ist nun erkenntlich, dass sich diese Terme in der Summe von
GI. (A.92) und (A.9b) genau herausheben, und fiir den mittlere Strom gilt

T:ADTT+BT_TDT:A-DC+B(1—DC). (A.10)

Damit ist auch die Berechnung des Mittelwerts des Stroms durchgefiihrt.
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Die Ergebnisse sollen der Ubersichtlichkeit halber, mit riicksubstituierten Konstanten A = Uy/R
und B = U}/R und in etwas anderer Form geschrieben, nochmals zusammengefasst werden:

T-DT
U, U,-U/|1-¢e * |+ U Y
I: I(t):?‘)— OR ! e =?°— B¢ (A.11a)
l-e * l-¢ ~
E
U U,-U/|l-e* |~ U Al -
II: I(t):?]— OR ! T e’ :?]'f‘ﬁe o, (Allb)
l-e e " —e "
&4_ Uo ! eDTT _ Y e%
R R
I, = - , (A.12)
l-e *
_E _T—DT
l-e * |[1-¢ °
AU, AU, 2sinh(L DC)sinh(L (1-DC))
Al = - = — t , (A.13)
R — R smh(%)
l1-e -~
- U
1=—DC +ﬂ(1—Dc)= Y , (A.14)
R R R

wobei in Gl. (A.14) im zweiten Schritt die mittlere Spannung tiber das RL Glied eingefiihrt wurde,
sowie auch das Resultat fiir den Stromhub Al angegeben wurde. Weitere, niitzliche Ausdriicke fiir
Iy und Ipt ergeben sich auch durch einsetzen von t =0 bzw. t =T und t = DT in GL (A.11).

Bemerkungen:

(1) Der Zeitverlauf des Stroms ist exponentiell und durch die Konstante t = L/R charakterisiert,
d.h., die Induktivitit bestimmt wesentlich den Stromverlauf. Im Gegensatz dazu ist der mittlere
Strom unabhdngig vom Wert der Induktivitit und durch eine Art Ohm’sches Gesetz mit der
mittleren Spannung {iber das RL Glied verkniipft, siche Gl. (A14).

(2) Das Resultat fiir den mittleren Strom ist eine direkte Konsequenz aus der Stetigkeit des
Stroms, der Periodizitit des Stroms, und der Struktur des Problems wie in Gl. (A.5) formuliert.
Diese Forderungen alleine bedingen das Ergebnis Gl. (A.14). Die Details des Problems, die sich in
der spezifischen Form der Konstanten A, B, und C verbergen, sind fiir das Resultat unerheblich.

(3) Die obige Berechnung des mittleren Stroms ist ein konkretes Beispiel fiir das mit der
Substitutionsregel erhaltene Ergebnis in Kapitel 3 das der induktive Term im Mittel Null ergibt.
Tatsdchlich, nach der Substitutionsregel gilt

T DT

d d td
! aI(t)dt - ! a1(t)dt+ DjT aI(t)dt =[1(DT) - 10)]+ [1(T) - 1DT)] = [1,; —1,]-[1pr = 1,]

was dem in GI. (A.9) gefundenen Ergebnis entspricht
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A.3. Leistung bei einer angelegten PWM Spannung

Zuletzt soll die mittlere elektrische Leistung bestimmt werden, deren Berechnung ganz dhnlich zu
der fiir den mittleren Strom erfolgt. Wir schreiben

T U0 DT Ul T
! U (D10t =—* ! I(de+—t j I(t)dt,

DT

— 1
Pelz_
T

und mit Hilfe der Gln. (A.8), (A.9) und den Werten fiir die Konstanten A und B findet man

Us

P_=—DC+U—12(1—DC)—1(U ~U NI, -1 )=U?‘L
el R R T 0 1 DT 0

T
b - AU AL (A.15)

wobei im zweiten Schritt der Mittelwert tiber das Quadrat der Spannung eingefiihrt sowie die
Strom- und Spannungshiibe benutzt wurden. Motiviert durch die Beziehung

U2, =U,,  +AU2 DC(1-DC) (A.16)

wird Gl. (A.15) geschrieben als

p, = Yr AUk poq_poyk(pC,/T), (A.17a)
R R
inh(Z DC)sinh(Z (1-DC
KOCe/y=1- L RAL ) 2esimh(GDCRinhLA-DO) =, oy,
T DC(1-DC)AU T  DC(1-DC)sinh(L)

mit der bereits in Kapitel 5, Gl. (5.3b), eingefiihrten Funktion K(DC,t/T). Fiir den Verlustfaktor in
der allgemeinen Leistungsbilanz (3.6) erhélt man damit

2

Npwn :1+%DC(I—DC)K(DC,1/T) (A.18)
RL
Der Verlauf von K(DC,t/T) als Funktion des
Tastverhdltnis DC ist nebenstehend fiir einige
Werte von t/T dargestellt. Fiur kleine Werte von =~ __
©/T ist K auBler fiir sehr kleine oder grof3e 'E
Tastverhiltnisse nahezu Eins; fiir grole Werte von 8 e
/T verlduft K parabelformig mit DC, bzw. ist < i
proportional zu DC(1 - DC). Fiir gegebenes t/T
nimmt K seinen Maximalwert bei DC = 0.5 an. Fiir
den Maximalwert gilt : , , :
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
DC
K(0.5,7/T) =1 —ﬂtanh(lj (A.19)
T 4t
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Bemerkungen:
(1) Aus der obigen Diskussion folgt, dass die mittlere Leistung die Werte

(A.20)

annehmen kann, je nach Wert von L, wobei die linke Seite fiir den Grenzfall L — oo und die
rechte Seite fiir L — 0 erreicht wird. Der mittlere Strom und die mittlere Spannung hingen jedoch
nicht von L ab. Bei gegebenem mittleren Strom und mittlerer Spannung ist also die bendtigte
Leistung fiir L — o0 minimal, wéhrend mit kleiner werdendem L die bendtigte Leistung zunimmt
bis zu einem Maximalwert. Dies ist Ausdruck der ,,Speicherwirkung* der Spule: wihrend der ON
Phase wird Energie in der Spule gespeichert, welche in der OFF Phase wieder abgegeben wird.
Gleichung (A.20) ist auch fir den Wirkungsgrad relevant, und fiihrt zu dem wohlbekannten
Wunsch nach hohen PWM Frequenzen bzw. groBem Verhiltnis t/T.

(2) Gleichung (A.15) ergibt sich auch durch Integration des Stromquadrats. Mit Gl. (A.11) gilt

DT 2 2

U U _bT _»DT
.[Iz(t)dtz—g DT + t—2 2A_Iﬂ (e f —1) ¢ Mm (e 2 —1),
) R R |_e” o=

T 2 2
U U 2Al T ot Al 2T por
.[Iz(t)dt=—12(T—DT)—’t—lﬁ(e T—e - )—1 — - (e e )
DT R R e " —¢° 2ieiT_ei7i
Die jeweils letzten Terme konnen mit Hilfe von x*-y* = (x+y)(x-y) vereinfacht werden. In der
Summe ergeben sie genau die Hélfte der Summe der jeweils zweiten Terme, so dass sich ergibt

T 2 2
U U U,-U
%le(t)dt =3 DC +R—;(1 —DC)—%%AI.
0

A.4. Diskussion der Ergebnisse bei angelegter PWM Spannung

Im Folgenden werden die zwei Grenzfille /T — 0 und /T — oo entsprechend kleiner und groB3er
Induktivitit diskutiert. Fiir diese Fille lisst sich das Verhalten durch einfaches Uberlegen finden,
was eine gute Kontrolle der Ergebnisse ermdglicht. Weiterhin wird der Ubergangsbereich
andiskutiert.

(1) /T —0:
In diesem Grenzfall wird die Induktivitit verschwindend klein. Dann kénnen Exponential-
Funktionen mit negativem Argument vernachléssigt werden, und man findet fiir den Stromverlauf

I I(t)~U,/R, I: I(t)~U,/R, Al~AU, /R.

Der Strom folgt also der Spannung, wie zu erwarten, und dementsprechend ist der Ohm’sche
Zusammenhang nach GI. (A.14) zwischen Strom- und Spannungsmittelwert offensichtlich erfiillt.
Die Funktion K(DC,t/T) wird in diesem Grenzfall 1 und der Verlustfaktor npwy ist maximal. Fiir
die mittlere Leistung ergibt sich das erwartete Ergebnis

- 2 U2 2
P, = Ui :—ODC+£(I—DC).
R R R
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2) /T - oo

In diesem Grenzfall ist die Induktivitit der Spule groB3, und wir erwarten, dass der Strom einen
sdgezahnartigen Zeitverlauf annimmt, welcher letztendlich konstant wird. In diesem Bereich
konnen die Exponentialfunktionen bzw. sinh entwickelt werden. Fiir den Strom und elektrische
Leistung ergibt sich

U U,-U

I I(t)=—2-—2_—1(1-DC 1+E—1+0(r—2) :
R R 2T T

I I(t):ﬂ+MDC(1+T+DT—3+0(1;-2)],
R 27 T

Al = %DC(I - DC)I +0(t7),
T

o 2 A 2 GL(A.16)
P, =%—%DC(I—DC)+O(1‘2) = U%m(r‘z). (A.21)

Die Funktion K(DC,t/T) wird Null, entsprechend npwm = 1.

(3) Ubergangsbereich:

Interessant am letzten Ausdruck fiir die elektrische Leistung ist, dass der Beitrag 1. Ordnung Null
wird, und Gl. (A.21) somit tatséchlich bis zur Ordnung O(t™) giiltig ist. Eine Entwicklung der
Funktion K(DC,t/T) bis in 3. Ordnung zeigt dies explizit:

TZ

1272

K(DC,t/T)=——DC(1-DC)+0(t ™). (A.22)

Dieser Befund zeigt das schon fiir relativ kleine Werte von t/T der Grenzfall /T — oo sehr gut
erfiillt ist. Dies ist im obigen Plot fiir K(DC,t/T) zu erkennen: Der Ubergangsbereich liegt eher bei
/T = 0.1, und nicht bei /T = 1 wie man naiv erwarten wiirde. Die Gl. (A.21) fir die mittlere
elektrische Leistung stellt also schon fiir relativ kleine Induktivitidten L eine gute Néherung dar.
Nehmen wir als Beispiel die typischen Werte R =0.5 Q und L = 50 pH, dann ist T = 0.1 ms, und
bei einer PWM Frequenz von 4 kHz ergibt sich t/T = 0.4. Fiir K ergibt sich dann (bei DC = 0.5)
der Maximalwert von K =0.11, d.h., bei Benutzung von GIl. (A.21) wird ein maximaler Fehler
von 11% gemacht (man bedenke dass 1-K in Gl. (A.17a) eingeht). Bei einem Verhéltnis von
t/T =1 wiirde dieser Fehler nur noch 2% betragen. Beriicksichtigt man zusétzlich die Korrektur
durch Gl. (A.22), dann erhélt man fiir praktische Belange nahezu exakte Werte. Beispiel: Fiir
/T = 0.4 ergibt Gl. (A.22) den Wert K =0.13 (bei DC = 0.5). Damit verringert sich der Fehler auf
2%. Fir ©/T =1 verbleibt ein Fehler von 0.05%. Der Verlustfaktor kann also in den meisten
praktischen Féllen ausreichen genau bestimmt werden mit

1 TAU
12 t Up

Npwys = 1 +[ DC(1 - DC)J . (A.23)
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